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RESUMEN
Se consideró un sistema de endocría con apareamientos circulares alternativos entre 

medios hermanos y hermanos enteros. El modelo genético se basa en un gene dialélico bajo 
selección genotípica y alélica. Se aplica la teoría de las cadenas markovianas absorbentes 
desarrollada por Kemeny y Snell (I960) y Bosso et al. (1969). Se han derivado expresiones para 
las probabilidades de transición de dos generaciones entre los diferentes estados de la cadena. Para 
un conjunto de valores de selección por fertilidad y viabilidad que representan casos comunes de 
dominancia para el carácter aptitud, se han calculado la media y la variancia para las variables 
que representan i)el número de generaciones que el sistema demora en acceder a un estado 
absorbente y, ii) el número de generaciones que el sistema permanece en el estado no absorbente 
Si una vez que ha accedido a él. También se han calculado matrices de probabilidades condicionales 
para el acceso al estado Sj dado que el proceso ha salido de s¿, las matrices de probabilidades de 
absorción y el promedio de la variable que representa el número de estados transitorios en los 
cuales el sistema genético estará alguna vez• Se asume el cumplimiento de las leyes mendelianas 
básicas de transmisión de la información genética.
Palabra clave: apareamiento circular, cadenas de Markov, selección

SUMMARY
I have considered an inbreeding system with alternative matings between half sibs and fu ll 

sibs. An unigenic diallelic locus model under genotypic and genetic selection was employed. The 
theory o f absorbing Markov chains developed by Kemeny and Snell (1960) and Bosso et al. (1969) 
was applied. Expressions were derived for the chain. For a set o f selective values that represent 
cases o f dominance commoly present in management, the mean and variance were calculated for  
the variables that represent: i) the number o f generations that the system delays in accesión to 
absorbing states and, ii) the number o f generations that the system remains in the nonabsorbing 
state s¿ once it was reached by the process. Also has been calculated conditional probabilities 
matrices for the accession to state Sj given that the process has left si  absorbing probabilities 
matrices and the mean for the variable representing the number o f transient states in which the 
genetic system will ever stay. Basic mendelian rules o f inheritance have been assumed.
Key word: circular mating, Markov chains, selection.
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INTRODUCCION
Tal como se ha señalado en la 

primera parte de este trabajo 
(Bartoloni, 1990) en la crianza 
de plantas y animales es parti­
cularmente interesante conocer 
la evolución de la estructura 
genética de la población a me ­
dida que transcurran las gene­
raciones bajo un determinado 
sistema de apareamiento. Muchos 
aspectos de esta cuestión han 
sido profusamente abordados y 
la literatura científica de 
este siglo abunda en trabajos 
sobre el tema. Ad€»más de los 
tratados clásicos (Fisher, 
1949; Wright, 1921; Crow y Ki- 
mura, 197 0) han habido en los 
últimos años algunas aplicacio­
nes más específicas; entre 
ellas, aplicaciones de la teo­
ría de las cadenas de Markov 
(Feller, 1980; Bharucha Reid, 
1960; Kemeny y Snell, 1960) a 
la Genética de Poblaciones (Bo- 
sso et al., 1969; Tan, 1973). 
En la primera parte de este 
trabajo se hace una aplicación 
de la mencionada teoría al caso 
de un sistema circular de apa­
reamiento entre medios herma­
nos. En esta segunda parte, se 
incluye una generación de apa- 
reamientro entre hermanos ente­
ros entre dos generaciones de 
apareamiento entre medios her­
manos .

MODELOS Y METODOS
Se postula un modelo genético 

unigénico dialélico (Suzuki, 
1981) con un sistema regular de 
endogamia que aparece ilustrado 
en la figura N ° l. Los si­
guientes coeficientes de selec­
ción genotípica y alélica han 
sido asociados a los genotipos 
y a los alelos:

La aplicación de la teoría de 
las cadenas markovianas que se 
ha mencionado, fue desarrollada 
por Kemeny y Snell ( 196 0 ) y, 
posteriorm» nte, por Boaso et 
al. (1969). Conforme a ella, 
dado que en este caso particu­
lar se trata de un sistema de 
endocría que tiene una periodi­
cidad de dos generaciones 
(Fig. 1) alternando apareamien­
tos entre hermanos enteros con 
apareamientos entre medios her­
manos, los estados de la cadena 
de Markov deberán determinarse 
de manera tal que las probabi­
lidades de transición abarquen 
transiciones entre la genera­
ción n y la generación n + 2  • 
La matriz de probabilidades de 
transición (MPT) tiene la forma 
siguiente:

donde 'I es 'una matriz identi­
dad, O es una matriz nula, R es 
la matriz de probabilidades de 
transición desde estados tran­
sitorios hacia estados absor­
bentes y Q es la matriz de pro­
babilidades de transición entre 
estados transitorios. Así que 
se trata de una cadena finita 
absorbente (Kemeny y Snell, 
1960; Bharucha-Reid, 1960).
Luego, para determinados valo 

res de viabilidad (x¿) y ferti­
lidad (wi) se han calculado las 
entradas para los siguientes 
vectores y matrices donde "ge­
neraciones" significa conjuntos 
de 2 generaciones:
i) Vector t = (ti); cada ele­

mento t± representa el número 
medio de generaciones que un 
proceso que comienza en el es­
tado s i necesita para alcanzar 
un estado absorbente;

(t2i); cada

Conforme a los valores de 
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il) Vector t2 = (t2i) ; cade
elemento t2i representa la va- 
riancia del número de genera-

aptitud mencionados se definen 
las siguientes cantidades que 
serán utilizadas más adelante:



235

Análisis de la evolución poblacional...

ciones para alcanzar un estado 
absorbente comenzando en sL;
iii) Vector M(r) = M(ri);cada 

elemento representa el 
número promedio de generaciones 
que el proceso permanece en el 
estado transitorio s¿ una vez 
que ha entrado en él (incluyen­
do la generación de entrada);
iv) Vector V(r) = V(ri); cada 

elemento V (ri) representa la 
variancia de la variable men­
cionada en (iii);
v) Matriz D = (dij); cada ele­

mento dij es la probabilidad 
condicional de que el proceso 
vaya al estado Sj dado que deja 
al estado Si 
vi) Vector  μ =  Mi (m); cada 

elemento Mi (m) representa al 
número promedio de estados 
transitorios en los cuales el 
proceso estará alguna vez;
vii) matriz b = (bij); cada 

elemento bij representa la pro­
babilidad de que el proceso que 
comienza en un estado transito­

rio s± termine en un estado ab­
sorbente Si.

Del citado trabajo de Kemeny 
y Snell surgen las siguientes 
expresiones:

Finalmente, digamos que este 
sistema de apareamiento es una 
alternativa cuando se busca, en 
los programas de mejoramiento, 
un sistema endogàmico regular 
de menor intensidad ( ÁF) que el 
sistema SIB (Mather 1949), por 
ejemplo, pero con mayor À F  que 
el sistema circular con N = 3
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Se ha asumido distribución Maxwell-Boltzmann (Feiler, 1980) para los 
ordenamientos de los genotipos en la generación n+1. O sea, se han 
considerado indistinguibles a los hermanos enteros (Gn+1) pero se han 
calculado sus probabilidades como si fueran distinguibles.
Por ejemplo:

Los estados de la cadena de Markov bigeneracional serán los de las 
generaciones n, n+2, n+4,...r n+2k,..., o sea: slr s2, s3, s4, s5, y 
b 6 y las probabilidades estacionarias de transición b i g e n e r a c i o n a l r s  
están dadas por las siguientes expresiones:
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Se ca lcu la ro n  lo s elementos de los vectores y matrices anteriormente 
señalados empleando coeficientes de viabilidad y fertilidad que repre­
sentan situaciones frecuentes en mejoramiento vegetal y animal. Estos 
coeficientes de selección (tanto genotípico como alélicos) han sido 
elegidos con el fin de representar las distintas posibilidades de
ventajas y desventajas selectivas y de tipos de herencia para el
carácter "aptitud darwiniana". Se han utilizado coeficientes de
selección lo suficientemente grandes como para producir cambios visua-
lizables en los parámetros analizados. Queda como caso particular 
digno de análisis (no incluido aquí por una cuestión de brevedad) el 
tema de la letalidad zigótica (Xj = 0 ó x2 = 0).

donde NS representa un caso de no selección, A es un caso de selección 
por fertilidad pero no por viabilidad, B representa los casos de 
viabilidad diferencial pero no de fertilidad bajo selección con 4 
tipos de dominancia para el carácter "aptitud" (a: no dominancia; b: 
dominancia parcial; c: dominancia completa y d: sobre dominancia) y C 
representa casos de selección por fertilidad y viabilidad con los 
mismos valores de dominancia para el carácter aptitud que en B. Los 
resultados numéricos aparecen en los Cuadros N ° l a N °7.

DISCUSION Y CONCLUSIONES
a) En ausencia de selección.

Los promedios ti están 
asociados con las probabilida­
des de transición a estados 
absorbentes (Cuadro N ° l) y el 
mismo comportamiento se puede 
observar para las variancias t2i 
(Cuadro N °2). El proceso acce­
derá a homozigosis completa más 
lentamente desde s3 dada la 
heterozigosis engendrada en las 
descendencias de familias s3. 
Además, las variancias de las 
medias mayores son mayores de 
modo que, para procesos que 
comenzaron en estados s3 se 
podrán esperar grados relativa­
mente altos de heterozigosis en 
generaciones avanzadas. El 
tiempo de estacionamiento espe­
rado en cada estado (Cuadro 
N °3). Sin embargo, está en re­
lación inversa con los prome­
dios de manera tal que los 
mayores promedios de s3 y s6 no 
se deberán a largos estaciona­
mientos en dichos estados sino 
al tiempo que tardan el proceso 
en llegar a s4 y s5, en prome

dio. Al respecto, pueden compa­
rarse los p(j/i) (Cuadro N °5) y 
se notará que son más altas
para s3 y
s6 o sea p(sj/s3) y p(Sj/s6). El 
pasaje por estados transitorios 
es más frecuente en procesos 
que comenzaron en s3 y s6 (Cua­
dro N °6) lo que aumenta la i- 
nestabilidad de tales trayecto­
rias. Las probabilidades de 
absorción están asociadas cc n 
el número de alelos A 1 en la 
familia de que se trate (Cuadro 
N °7). En resumen, se deberá 
esperar mayor variación genéti­
ca aún en generaciones avanza­
das bajo este sistema de apa­
reamiento endogàmico, para pro­
cesos que comienzan en familias 
tipo s3 o s6.

b) Fertilidad diferencial.

La existencia de fertilidad 
diferencial (Casos A  y C) re­
dunda en un descenso de medias 
y variancias. Las medias armó­
nicas (h) de los promedios t 
para los casos A  y C son 2,867
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para t 3; 1,838 para t4; 3,144
para t5 y 2,49 0 para t6 superio­
res todos ellos a los corres­
pondientes valores para el caso 
NS. Como es sabido, (Strickber- 
ger, 1976) habiendo fecundación 
aleatorias de gametas, la fer­
tilidad diferencial produce un 
aumento en las frecuencias de 
homozigotas en las descenden­
cias. Las h para las variancias 
de A  y C son 2,998; 1,897;
3,448 y 2,837 para las familias 
tipo s3, s4, s5 y s6, respectiva­
mente De manera tal que la 
existencia de fertilidad dife­
rencial tiene una muy fuerte 
influencia en el sentido de 
incrementar la frecuencia de 
absorciones en generaciones 
tempranas. Las medias y varian­
cias correspondientes a las 
familias s5 son mayores que para 
los otros estados puestos que 
para los valores de selección 
propuestos la ventaja selectiva 
es para el alelo A 1 con lo cual 
las frecuencias de heterozigo- 
tas con respecto a homozigotas

A2A 2 en las descendencias se 
verá incrementada.

Con respecto a M (ri) y V ( r i ) 
las h para las familias s3r b4, 
s5 Y s6 son, respectivamente, 
1,093; 1,456; 1,366 y 1,236
para las medias y 0,097; 0,656; 
0,480 y 0,289 para las varian­
cias con lo cual podemos ade­
lantar que la fertilidad dife­
rencial disminuye el número de 
generaciones de estacionamiento 
en estados transitorios.

Las probabilidades condicio­
nales (Cuadro N °5) están in­
fluidas por la mayor fertilidad 
de las gametas portadoras del 
alelo A x en el sentido de que 
aumentan las probabilidades 
p(s4/si) dado que las familias 
tipo s4 son las de mayor ferti­
lidad promedio, y disminuyen 
las probabilidades p (S3/Si), 
p (S5/Si) y p (S6/Si). Todo esto 
puede ser evaluado cuantitati­
vamente a través de las medias 
geométricas (g) de las 
para todos los casos de ferti­
lidad diferencial ( A y  C ) :

Para las familias tipo s4, 
obviamente, aumentan las proba­
bilidades de pasaje a estados 
absorbentes.

Como consecuencia de todo lo 
antedicho, los procesos que 
comienzan en familias s5 pasarán 
probablemente por un mayor nú­
mero de estados transitorios 
(Cuadro N°6) en presencia de 
selección por fertilidad que en 
ausencia de ella. Las h para 
todos los casos de selección 
son, para las familias s3,s4,s5 
y g6! 2,162; 1,186; 2,143 y
1,721, respectivamente.

Finalmente, la fertilidad 
diferencial produce aumento 
notables en las probabilidades 
finales de fijación en S1 (Cua­
dro N ° 1) .

c) Viabilidad diferencial.
En los valores de selección 

propuestos se hallan implícitos 
los siguientes valores de domi­
nancia para el carácter apti­
tud:

Casos a: d=0; Casos b: d=0,l; 
Casos c: d=0,2; Casos d: d=0,3. 

Los valores de h para los
casos de selección por viabili-
dad son:
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Los valores de las h muestran 
que la presencia de selección 
genotípica, en general, aumenta 
los valores de medias y varian- 
cias aunque esto dependerá del 
grado de dominancia para la 
aptitud. Si la dominancia es 
baja o nula la viabilidad dife­
rencial podría acelerar la en­
trada en absorción mientras que 
altos valores de dominancia 
producirán altos grados de he- 
terozigosis en generaciones

avanzadas bajo este sistema de 
apareamiento (dados los altos 
valores de variancia) especial­
mente para procesos que comen­
zaron en familias tipo s3 ó s5. 
Para poblaciones bajo crianza, 
dominancia puede implicar pre­
ferencia adjudicada a los hete- 
rozigotas.

Los tiempos medios de esta­
cionamiento y sus variancias 
(Cuadro N °3 y N °4) muestran los 
siguientes valores de h:

El aumento en la dominancia 
aumenta la inestabilidad de las 
trayectorias para s3 y s5. Para 
s4 y s6 el número medio de gene­
raciones de estacionamiento 
aumenta al aumentar la dominan­
cia pero también aumenta las 
variancias por lo cual las ten­
dencias son menos predecibles. 
No debemos olvidar que los va­
lores selectivos elegidos asig­
nan ventaja al homozigota A 1A 1 
por sobre el homozigota A 2A 2. 
Con altos valores de dominan­
cia, los procesos que comienzan 
en familias tipos s4 exhibirán

alta persistencia en dicho es- 
tado en las generaciones ini­
ciales .

Las probabilidades condicio­
nales (CuadroN°5) p(s4/si) y 
p (S6/Si) aumentan al aumentar la 
dominancia dados los valores 
selectivos genotípicos elegi­
dos. En s3, dado que no contie­
nen heterozigotas, las p(s3/si) 
disminuyen al aumentar la domi­
nancia .

Esto resulta útil para prede­
cir el comportamiento del sis­
tema bajo selección familiar en 
este tipo de manejo genealógi­
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co. En generaciones avanzadas, 
la selección que favorece a los 
heterozigotas (dado que el pro­
ceso sale de su estado) aumenta 
la probabilidad de migración 
hacia otros estados con hetero­
zigotas en su constitución.

El aumento en la dominancia 
está asociado a mayores valores 
de las entradas del vector u

(Cuadro N °6) lo cuál aumenta­
rá, en cierto grado, la impre- 
decibilidad de las trayectorias 
hasta absorción.

El aumento en la dominancia, 
determina un aumento en la pro­
babilidad de fijación en s1 
dados los valores de aptitud 
propuestos (Cuadro N °7 ).
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